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第八章 重积分

二重积分习题课

3、性质

一、内容提要

（一）二重积分的概念、性质

1、定义

2、几何意义：曲顶柱体的体积
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（二）二重积分的计算

1、直角坐标系中

(1) 积分区域D的类型：

X—型区域，Y—型区域,一般区域分划。
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积分区域的不等式表示的是二重积分化为二
次积分确定积分限的基本依据。

(2) 积分顺序的确定

先积y还是先积x，要结合被积函数f (x,y)及积
分区域两个方面的特点加以考虑。

如仅从积分区域的特点看，D是X —型区域时先
积y；D是Y —型区域先积x。

首先是“能积出”，其次是“易积出”。

D既是X —型区域又是Y —型区域时,选择定限
时不需分块或分块较少的积分顺序。
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(3) 交换积分顺序

2、利用极坐标计算二重积分

由所给的二次积分的顺序及积分限，确定积
分区域 D（画出图形），再按新的积分顺序将
D用新的不等式表出，即定出新的积分限。

(1) 积分顺序通常是先 r后θ

(2) D的极坐标表示
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(1) D极点在 外

1 2: ( ) ( ),D rϕ θ ϕ θ α θ β≤ ≤ ≤ ≤
(2) D极点在 的边界上时

βθαθϕ ≤≤≤≤ ),(0: rD
(3) D极点在 的内部时

πθθϕ 20),(0: ≤≤≤≤ rD

如D的边界是由直角坐标方
程:y =f (x) 给出，通常可从几何
意义去确定D的极坐标表示（图
形是重要的）或利用x=rcosθ，
y=rsinθ 进行变换。

1( )r ϕ θ=

2( )r ϕ θ=

O x

D

α
β

1( )r ϕ θ=

2( )r ϕ θ=

O x

D

β
α

)(θϕ=r

o xD



7

(3)坐标系的选取

当  的边界用极坐标表示比较简单或  是

圆域、圆的一部分时,
D D

2 2( ) y xf x y f f
x y

  +   
   

当被积函数形如 、 、 时

可考虑选用极坐标系。
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（三）有关二重积分的对称性的应用

1、若D关于y轴对称

4、若D关于直线 y =x对称

（四）有关二重积分的一些证明题

中值定理、变上限积分、换元等

2、若D关于x轴对称

3、若D关于原点对称



设 连续 是由 所围成

区 有

例 的

域 且

2( , ) , 0, 11 ,
,

f x y D y y x x= = =
，( , ) ( , )

D

f x y xy f x y dxdy= + ∫∫ ( , )f x y求

一、 利用二重积分的定义与性质

不等式性质、估值定理、积分中值定理等

典型例题
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把 表为极坐标下的二次积分

其中

例
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有关二重积分的对称性的应用
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1、若D关于x轴对称
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2、若D关于y轴对称

其中D1是D的右半区域

即当(x,y)∈D时，必有(−x,y) ∈D，则
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3、若D关于原点对称，

即当(x,y)∈D时，必有(− x,−y)∈D，则
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其中D1是D的上半部分（或右半部分）区域。
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4、若D关于直线 y = x对称，

即当(x,y)∈D时，必有(y, x)∈D，则
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注意：利用对称性时关键是看区域的特征
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例4   计算下列二重积分
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象限部分，在第是圆域设 kyxyxDk }1(),{( 22 ≤+例5
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二、把二重积分化成直角坐标，极坐标下的二次
积分,交换积分次序,坐标系互相转换

例6 （1）交换积分顺序
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三、选择适当的坐标系、积分次序计算下列二重积分
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四、有关特殊形式函数的二重积分的计算

方法：分区域；利用对称性
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例8 计算下列二重积分
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五、有关二重积分的综合题。
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